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Povrsi

Definicija

Povrs uR3 je neprekidno preslikavanje S : D € R gde je D
ograniéena oblast u R?.

Parametrizacija povrsi u R3:
r=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)).

- —

Fu,v) = x(u,v) - i+ y(u,v)-j+ z(u,v) - k.

ui v su parametri povrsi, (u,v) € D C R2.
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Povrsi

Povrsinski integral prve vrste

Orijentacija povrsi

Povrsinski integral druge vrste
Neka je D ograni¢ena
oblastuR? i S: D — R3i

€ D proizvoljna

tacka.

D se slikau S.
€ Dseslikau
M, € S.

Ako fiksiramo jednu
koordinatu v = v, tada
funkcija S(u, vp) predstavlja
krivu na povrsi S.

Ako fiksiramo drugu
koordinatu u = ug tada
funkcija predstavlja
krivu na povrsi S.
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Obe ove krive "prolaze" kroz tacku My i zovu se koordinatne linije
povrsi.

Tangentni vektori ovih krivih
u tacki My = F(up, o) su
’f/(Uo, Vo) i

Ravan T kroz tacku My € S je tangentna ravan povrsi S ako
tangentni vektor svake krive te povrsi koja prolazi kroz My pripada T.
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Prava L koja prolazi kroz My € S i pri om je normalna na tangentnu
ravan povrsi u My je normala povrsi S u tacki M.

Normala na ravan T je vektorski proizvod tangentnih vektora
koordinatnih linija 7' x r;'.

Neka je za F(u, v) = x(u,
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Jednacina tangentne ravni u tacki My = (xo, Yo, Z0) data je sa:

A(x — Xo) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0.

Jednacina normale na povrs u taci My = (X0, Yo, Z0) data je sa:

X=X _ Y=Y _Z£-2%
A B Cc
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PovrSinski integral prve vrste
Neka je na S : D — R® zadata neprekidna funkcija F : S — R.

Neka je P = {Aj]i =1, ..., p} proizvoljna podela oblasti D.

P indukuje podelu P’ = {S;|i =1, ..., p} na povrsi S.

U svakom delu S; podele P’ izaberemo proizvoljnu tacku M;(x;, yi, zi).
P

Integralna suma Z F(xi, yi, zi) - nS;, gde je sa 1S; oznacena mera

i=1
povrsi S;.

Definicija

p

Ako za funkciju f postoji konacan 6gm0 > F(Xi,Yi, zi) - uSi (saéS; je
=AY =i

oznacen dijametar skupa S;) onda se on naziva povrsinskim

integralom prve vrste funkcije f po povrsi S i oznacava sa

| [f(x,y,z)dS.
s
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Izracunavanije povrsinskog integrala prve vrste svodi se na
izraCunavanje dvostrukog integrala:

Teorema

Izracunavanje povrsinskog integrala prve vrste

Ako je povrs S neprekidna i zadata deo-po-deo glatkom
parametrizacijom i ako je na njoj efinisana neprekidna funkcija
F(x,y, z), onda vazi jednakost

J[F(x,y,z)dS =
S

[ [ F(x(u,v),y(u,v), z(u,v))\/A2(u,v) + B2(u, v) + C?(u, v)dudv.
D

Specijalno, ako je F(x,y,z) = 1ondaje [ | FdS. povrina te povrsi.
s
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Orijentacija povrsi

Neka je S zatvorena povrs ili
ograni¢ena deo-po-deo glatkom
krivom C.

Neka je M € S proizvoljna tacka
povrSii ¢ € S proizvoljna
zatvorena kriva povrSi koja ne
seCe C i sadrzi tacku M.

U svakoj tacki povrsi definisana su
dva jedini¢na vektora normale 17 i

Ako pustimo vektor 7 da se "krece" po krivoj £ pocevsi od M imamo 2
sluCaja:

@ 7(M) kada "obrne krug" vraca se u pocetni A(M).

@ 7i(M) kada "obrne krug" vraca se u suprotan —n(M).
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Definicija

Ako se za svaku tacku M € S i za svaku zatvorenu Kkrivu na povrsi
koja sadrzi tacku M promeniljivi vektor normale vraca u pocetni
polozaj onda je S dvostrana povrs. Svaki od vektora ii i —n odreduje
Jednu stranu povrsi.

Pomocu ovih vektora mozemo orijentisati povrs:
strana koju odreduije 7i je pozitivna, a strana koju odreduje —1i je
negativna strana povrsi.

Definicija
Ako postoji bar jedna zatvorena kriva na S takva da se vektor normale
n vraca u suprotan poloZaj —n onda je S jednostrana povrs.

Jednostrane povrsi su neorijentisane.
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PovrSinski integral druge vrste
S:D—R® Fu,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), (u,v) € DC R?-
glatka orijentisana povrs.

Izaberemo jednu stranu povrsi i sa A(x, y, z) oznac¢imo vektorsko
polje jedini¢nih normala na S.

f: S — R - neprekidna realna funkcija.

Neka je P = {A|i = 1,..., p} proizvoljna podela oblasti D.
P indukuje podelu P' = {S;|i = 1, ..., p} na povrsi S.
U svakom delu S; podele P’ izaberemo proizvoljnu tacku M;(x;, yi, zi).

Oznacimo sa «j, 3j,7; uglove koje normala 7i(M;) zaklapa sa osama
Ox,0y i Oz:

o = Q(H(M/), OX)

Bi = <(ri(M;), Oy)

vi = <(A(M;), Oz).
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Posmatrajmo sume:

p
> (X, yi, zi) cos(a) - uS;

i=1

p
Z f(xi, yi, zj) cos(Bi) - uSi

Z f(Xh yl7 ZI) COS('}//) /JS/
gde je sa uS; oznacena mera povrsi S;.

Definicija

<
.B |

Ako za funkciju f postoji konacan 6gm0 > (X, ¥i, i) cos(«;) - uS; (sa
i—0 j—1

0S; je oznacen dijametar skupa S;) onda se on naziva povrsinskim
integralom druge vrste funkcije f po povrsi S i oznacava sa
J [ f(x,y,z)cos(a)dS.

S
Analogno za [ [ f(x,y,z)cos(8)dS i [ [ f(x,y,z)cos(y)dS
s S
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Teorema

lIzracunavanje povrsinskog integrala druge vrste
Za glatku, orijentisanu povrsS i neprekidnu funkciju f(x, y, z)
definisanu na toj povrsi, vaze jednakosti:

[ f(x,y,z)cos(a)dS =
5

J [ f(x(u,v), y(u, v), 2(u, v))/A2(u, v) + B?(u, v) + C3(u, v) -
D

cos(a)dudv
[ [ f(x,y,z)cos(B)dS =
s

[ [ f(x(u,v),y(u,v), z(u, v))/A2(u, v) + B2(u, v) + C2(u, v) -
D

cos(3)dudv
[ [ f(x,y,2)cos()dS =
S

[ ] f(x(u,v),y(u,v), z(u, v))/A2(u, v) + B2(u, v) + C2(u, v) -
CODS(’y)dUdV
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Promenom pravca normale (tj. strane povrsi) po kojoj se vrsi
integracija, menja se i znak integrala jer:

cos(<(—n(M;), Ox)) = — cos(<(A(M;), Ox)).

Analogno za Oy i Oz

Odatle, | [4, fcos(a)dS = — [ [5_ fcos(a)dS.

Obicno se posmatraju povrsinski integrali oblika
[ [(Pcos(a) + Qcos(8) + Rcos(y))dS
s

gde su P, Q, R funkcije definisane i neprekidne na S.
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